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Встановлення взаємозв’язку між конструктивними 
особливостями обладнання та технологічними пара-
метрами процесів перероблення сировинних матері-
алів є інформаційною базою для створення нових та 
удосконалення існуючих технологій харчових вироб-
ництв [1]. Оскільки переважна більшість сировинних 
матеріалів є висококонцентрованими дисперсними 
системами, то особливе місце серед процесів їх пере-
роблення займають технології за участю твердих фаз, 
що здійснюються, як правило, з використанням облад-
нання із зовнішнім підведенням енергії – змішування, 
подрібнювання, екструзії, транспортування, ущіль-
нення, формування, гранулювання, диспергування і 
т. п. Для ефективного виконання відповідних техно-
логічних операцій необхідно забезпечити раціональну 
конструкцію робочих органів і режимів оброблення 
дисперсних матеріалів (ДМ), тобто на етапі проекту-
вання обрати необхідні конструктивно-технологічних 
параметри. У якості наукової основи проведення про-
ектувальних робіт доцільно використовувати теоре-
тичні методи дослідження, які основані на модельному 
описуванні подібних процесів [2] з використанням 
відповідних нелінійних просторово-нестаціонарних 
крайових задачі математичної фізики, що дозволяє 
врахувати конструктивні параметри обладнання, тех-
нологічні характеристики процесів та структурно-ме-
ханічні властивості сировини у реальному масштабі 
часу. Однак отримання аналітичних рішень цих задач, 
як правило, пов’язано зі значними математичними 
труднощами. Це обумовлює актуальність подальшо-
го розвитку методів математичного моделювання не-
рівноважних процесів деформування ДМ, які дозво-
лять науково обґрунтувати визначення раціональних 
конструктивних параметрів елементів обладнання, а 
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також енергоощадні режими оброблення сировини, що 
забезпечують необхідну якість готової продукції.
2. Постановка проблеми в загальному виді та її зв’язок 
з важливими науковими й практичними завданнями
Інтенсифікація процесів перероблення дисперсних 
матеріалів, що особливо помітна останнім часом в 
харчовій промисловості, обумовлює усе більш жорсткі 
вимоги до показників ефективності роботи основних 
технологічних систем. Тому при проектуванні такого 
обладнання необхідне визначення взаємозв’язку між 
конструктивними (розміри робочих зон машин, форма 
й швидкості руху робочих органів і т. п.) і технологіч-
ними (продуктивність машини, тиск, температура, 
фізико-механічні характеристики оброблюваного ма-
теріалу й т. п.) параметрами. Традиційний підхід до 
проектування такого типу обладнання заснований на 
емпіричних залежностях і експериментальному до-
свіді і не дозволяє дати кількісну оцінку взаємовпливу 
конструктивно-технологічних параметрів процесів об-
робки та структурно-механічних характеристик сиро-
вини. Тому задача по використанню сучасних методів 
математичного моделювання, що дозволяють врахува-
ти ефекти взаємного переміщення складових фаз та їх 
реологічні властивості, є актуальною. 
Аналіз останніх досліджень в області механічного 
оброблення дисперсних матеріалів свідчить, що для 
модельного описування відповідних процесів, як пра-
вило, використовуються системи рівнянь механіки 
суцільних середовищ, які не дозволяють враховувати 
структурну неоднорідність матеріалів [1–4]. Але для 
ефективного проектування відповідного технологіч-
ного обладнання необхідно враховувати структур-
но-механічні особливості оброблюваних матеріалів, 
а також реологічні властивості твердої фази, такі як 
пружність, пластичність, в’язкість [5]. Це потребує від-
повідного ускладнення математичних співвідношень 
за рахунок використання положень механіки дисперс-
них матеріалів, що, у свою чергу, у наслідок появи про-
блем розв’язання поставлених задач, суттєво обмежує 
їх практичне застосування.
3. Мета та задачі дослідження
  Мета та задачі дослідження полягають у ро-
зробленні нових теоретичних методів дослідження 
процесів деформування дисперсних матеріалів ор-
ганічного походження з врахуванням реальних кон-
структивно-технологічних та просторово-часових 
параметрів їх перероблення. Практичне використан-
ня таких методів дозволить підвищити ефективність 
проектування процесів та обладнання харчових ви-
робництв.  
Для досягнення зазначеної мети були поставлені 
таки задачі:
1. Розвинути математичне формулювання крайової 
задачі механіки дисперсних середовищ у режимі пруж-
но-в’язко-пластичного деформування твердої фази.
2. Розробити методику та провести експерименталь-
ні дослідження по визначенню реологічних властиво-
стей твердої фази матеріалів органічного походження.
3. На основі проекційно – сіткових методів: ме-
тодів скінчених елементів (МСЕ) та скінчених різ-
ниць (МСР) розробити математичні моделі процесів 
та обладнання з перероблення дисперсних харчових 
матеріалів. 
4. З використанням методів математичного про-
грамування розробити засоби (методи та програмне 
забезпечення) практичного використання запропо-
нованих математичних моделей для визначення оп-
тимальних конструктивно-технологічних параметрів 
процесів механічного оброблення дисперсних харчо-
вих матеріалів.
4. Розроблення математичної моделі
Розглядаючи конкретну переробну технологію, 
приймаємо концепцію подання сировинних дисперс-
них мас як двохфазних сумішей пористої або зерни-
стої твердої деформованої структури з рідиною чи 
газом, яку надалі будемо розглядати у вигляді моделі 
суцільного текучого середовища з приписуваними 
їй фізичними властивостями, яки феноменологічно 
відображають молекулярну структуру середовища і 
внутрішні рухи речовини, що відбуваються в ній. 
Для описання механічної поведінки таких матеріалів 
необхідно використовувати поняття напружень, де-
формацій, щільності, а також швидкості зміни цих 
параметрів. Ці тензорні та скалярні характеристики 
мають локальну природу і визначаються за допом-
огою операцій граничного переходу, коли елементи 
простору (об’єми і поверхні) стягуються до точок (ма-
теріальних). У традиційних моделях континуума точ-
ки ототожнюють з частками середовища (нескінченно 
малий об’єм матеріального континуума), а ті, у свою 
чергу, є елементарними носіями властивостей матеріа-
лу. Подібне ототожнення в дисперсній масі усклад-
нюється через брак єдиної думки про те, що потрібно 
розуміти під часткою такого середовища. Класичне 
уявлення про частку в механіці дисперсних середовищ 
полягає в ототожненні її з твердими зернами різної 
дисперсності. Виникає такий парадокс: кожна частка 
середовища  це по суті тверде тіло, що деформується. 
Оскільки кожна дискретна частка взаємодіє із сусідні-
ми, розподіл напружень у ній неоднорідний. З метою 
спрощення аналізу відносного руху часток ДМ прий-
няті наступні гіпотези та припущення:
1. Дисперсійне середовище розглядається як без-
перервна фаза, яка має інші фізико-механічні вла-
стивості на відміну від властивостей твердої фази і 
може змінювати свій об’єм. У свою чергу властивості 
матеріалу твердої фази в мікрооб’ємах дисперсної си-
стеми співпадають із властивостями макроскопічного 
компактного полікристалічного матеріалу.
2. Має місце об’ємна стискуваність матеріалів 
(здатність змінювати свій об’єм без порушення форми) 
за рахунок системи пор, капілярів та інших мікронедо-
сконалостей.
3. Прийнята структурна модель ДМ, тобто фіксова-
ний об’єм, що зайнятий матеріалом, складаються з на-
бору представницьких елементів (ПЕ), розміри яких є 
нижньою границею застосування моделі суцільного се-
редовища, за межею якої застосовують моделі, що буду-
ються на основі молекулярної та статистичної фізики. 
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4. Для врахування параметрів дисперсності, крім 
традиційних для суцільного середовища характери-
стик напружено - деформованого стану, структурна 
модель ДМ доповнюється двома параметрами: об’єм-
ною вмисністю дисперсійного середовища α2, та від-
носної густини дисперсного матеріалу α1 = 1 – α2, що 
характеризує ступінь відхилення густини дисперсного 
матеріалу від ідеального компактного стану. 
5. На відрізку часу, що передує t1 > t0 , має місце рух 
часток недеформованого середовища. На поточному 
часовому інтервалі [t1,t2], рух часток середовища може 
бути представлено суперпозицією кінцевих зсувів ру-
хомого недеформованого середовища, а також перемі-
щень, обумовлених ії деформацією.
У межах прийнятих припущень для описування 
термомеханічних процесів у дисперсних матеріалах 
обрано тривимірний евклідовий простір з різними си-
стемами координат: декартовою ох1 х2 х3 (з базисними 
векторами Іі що пов’язані з окремими структурними 
елементами ) та конвективною ОХ1Х2Х3 (з базисними 
векторами gi), що „вморожена” в структурні елементи. 
Для визначення напруженого стану незалежно від 
обраної системи координат повни напруження σt у 
ПЕ дисперсної суміші визначаються суперпозицією 
напружень у твердій фазі σ та гідростатичного тиску у 
рідинному дисперсійному середовищі Р (тиск у порах): 
t
1 2= α +α Pσ σ ,    (1)
а також по аналогії з механікою волого насичених 
ґрунтів “ефективними” (або “фіктивними”) напружен-
нями: ( )f t= +Pσ σ .
Динамічні аспекти регламентуються рівняннями 
балансу у формі закону збереження кількості руху з 
врахуванням закону збереження маси у межах ПЕ ДМ
( ) ( )
( )
1 1 2 2 1 1 2 2
1 2 1 2
t
- - - 0,
∂
α ρ +α ρ +∇ α ρ × +α ρ × −
∂
−∇ α σ α =
u v u u v v
P F F  (2)
де u і v вектори середньої швидкості зсуву твердих 
часток та точок газорідкої фази відповідно; α1, α2 – 
об’ємні вмісти твердої та газорідкої фази в представни-
цькому об’ємі відповідно; ρ1, ρ2 – їхні середні густини; 
P - вектор гідростатичного тиску у газорідкій фазі; F1 і 
F2 – вектори об’ємних сил у твердій і рідкій фазах від-







При цьому для кожної з фаз ДМ рівняння відносно-
го руху фаз представляються у вигляді:
( )- - - - -















ρ = −∇ − +ρ =
α
P ,   (4)
де відповідно до конкретного механізму взаємопро-
никнення фаз дисперсної системи (фільтрація, ди-
фузія і т. п.) враховується сила R, яка пропорційна 
відносної середньої швидкості потоку газорідкої фази 
(аналог сили в’язкого опору):
( )2 -a 1 2
µ
= α αR v u ,    (5)
де  – коефіцієнт динамічної в’язкості (кг.с/м ) для 
нестисливої рідини; а – узагальнений коефіцієнт, що 
враховує конфігурацію простору пор дисперсійного 
середовища. 
Для ДМ зі значними силами міжфазної взаємодії 
(тісто, кондитерські маси та ін.) можна припустити, що 
відносний рух фаз відсутній (v=u), тобто дисперсний 
матеріал рухається, як одне ціле. Для таких матеріалів 
доцільно використати припущення про нехтування 
розділення між фазами шляхом об’ємного осеред-
нення характеристик дисперсної системи (густини, 
швидкостей, напружень). Таким чином, з врахуванням 




ρ −∇σ − ρ =u G .    (6)
Зазначимо, що для процесів, які проходять повіль- 
 




ρ = ρ =v G ), рів- 
 
няння (4) з врахуванням (5) відображає закон філь-





v Pu .    (7)
При невеликих градієнтах тиску або швидкостях 
фільтрації рівняння (7) не протирічить лінійному 
закону Дарсі. 
З використанням фундаментальних законів термо-
динаміки - рівнянь балансу енергії, ентропії та вільної 
енергії φ (на базі перетворення Лежандра) з врахуван-
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де λij та Сv – коефіцієнти теплопровідності та тепло- 
 









Wh та Wd величини робіт, що пов’язані з ефектами ди-
намічного повернення стану при релаксаційних про-
цесах різної фізичної природи, незворотного рівно-
важного процесу деформування та, що витрачається 
на зміну внутрішньої структури ДМ відповідно. 
Для формулювання визначальних співвідношення 
(між деформаціями та напруженнями) у межах ПЕ ДМ 
розроблена методика, яка складається з наступних 
етапів:
1. Вводиться у розгляд два рівні структурного 
аналізу ДМ – мікроаналіз (на основі розглядання окре-
мого мікрофрагменту (частки) дисперсної системи 
формулюються співвідношення щодо параметрів його 
механічної поведінки) та мікроаналіз, де виконується 
осереднення параметрів по макрооб’єму ПЕ (рис. 1, а). 
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Запропоновано ввести у розгляд ідеалізований мі-
крофрагмент ДМ – елементарний об’єм у вигляді 
кругового порожнього циліндра (рис. 1, б).
а                                     б 
 
Рис. 1. Два рівні структурного аналізу ДМ:  
а – макрофрагмент; б – ідеалізований мікрофрагмент ДМ 
у вигляді полого циліндра висотою h та радіусами R1, R2
Матеріал даного циліндра (тверда фаза ДМ на 
мікро рівні) вважається нестисливим, а його вісь збі-
гається з напрямком одного з головних компонентів 
тензора швидкостей деформації. В області зайнятій 
циліндром R1rR2 ; 0zh розглядаються тільки два 
компоненти швидкості переміщень точок матеріалу vr 




r r zv v v 0
r r z
.   (9)
2. Для нівелювання результатів введеної ідеаліза-
ції розглядається параметр швидкості локальної (на 
мікрорівні) енергії деформування твердої фази з по-
дальшим її осередненням по всьому об’єму циліндра:
n 1
2 2
0 0 2 2
1 0 0
2 2
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При виведенні (10) враховані параметри дисперс- 
 













, а та- 
 
кож узагальнена реологічна модель матеріалу твер- 
 
дої фази 0 m
 γ ′







γ = + Γ  – параметр інтенсивності швидко- 
 
стей деформацій ПЕ, σ0 , γ0 , n – константи апроксимації 
експериментальних даних; е, Г – перший та другий ін- 
 
варіанти тензора напружень; 2 2
1
1
w e= ψ + φΓ
α
.
3. На основі (10) формулюється загальна структура 
визначальних співвідношень через компоненти тен-







e  e 
w 3
  σ + σ  γ      σ = φ + ψ φ δ        
. (11)
4. Конкретизуються співвідношення (11) відповід-
но до обраної моделі матеріалу. Згідно принципу ди-
сипативного детермінізму для моделі пружно-в’язко- 
пластичного матеріалу достатньо задати параметри: 
– вільну енергію Гельмгольца Δ, яка визначає зво-





∂ ,    (12)
де ee – тензор швидкостей зворотної (пружної) дефор-
мації;
– узагальнений дисипативний потенціал Д;
– скалярну функцію λ(Ф), що визначає функцію 
механічної дисипації (у нерівності Клаузіуса-Дюгема):
Дм=(Ф)Ф= σijeн ji .   (13) 
Рівняння (12) визначає визначальні співвідношен-
ня для пружного режиму деформування ПЕ:
e e
ij ijkl klD eσ = ⋅ ,    (14)
де eijklD  компоненти тензора пружних властивостей 
матеріалу твердої фази.
Для забезпечення загального вигляду визначаль-
них співвідношень у формі (11) функціонал Ф, що 
визначає у просторі напружень границю зворотного і 
незворотного станів макро – об’єму ДМ слід предста-
вити у вигляді: 






+ κ =φ ψ ,  (15)
де Р – рівень гідростатичного тиску в дисперсному 
середовищі; τ2 – другий інваріант девіатора ефектив-
них напружень; к(t) – визначає характерний розмір 
поверхні навантаження у процесі деформування. З 
врахуванням (13, 14) отримаємо визначальні співвід-









σ = φ + ψ φ δ   λ   .  (16) 
Розглядаючи процес нерівноважного незворотного 
деформування, вважаємо, що повні ефективні напру-
ження σ, можуть бути представлені у вигляді суми 
рівноважної σp і нерівноваженої складових σv:
σ=σp+σv.     (17)
Особливістю даної моделі є те, що поняття ста-
ціонарного (рівноважного) пружно в’язко пластичної 
течії матеріалу виявляються альтернативним опису-
ванню пружно-пластичної поведінки ДМ.
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Рівноважну складову тензора напружень (17) 
визначаємо на підставі (16):
р н н




 ρκ  
σ = φ + ψ φ δ   φγ + ψ   ,  (18)
де  – другий інваріант девіатора швидкостей дефор-
мації eik. У свою чергу для нерівноважної складової 
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  
= η ϕ + ψ φ δ     ,   (19)
де η – коефіцієнт в’язкості твердої фази матеріалу. 
Рівняння (17) з врахуванням (18) та (19) дозволяє 

















φψ ρκ + η φγ + ψ
  
× σ + φ ψ δ    
  
(20)
або у матричному вигляді 
eн = [Zн] {σ},    (21)
де [Zн] матриця, компоненти якої визначають параме-
три в’язко – пластичної моделі ДМ.
5. Формулюються визначальні співвідношення для 
пружно-в’язко-пластичного режиму деформування 
твердої фази матеріалу. Для цього використовуємо 
розкладання вектора eн у (20) в ряд Тейлора по часо-
вому аргументу tn < t < tn + Δtn в околиці моменту tn в 
припущенні про малість Δtn:
{ } { } ( ) ( )
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Враховуючі адитивне розкладання швидкості де-
формування (1) та лінійну інтерполяцію (21) на ча-
сових шарах tn та tn+1 { } ( ){ } { }n n 1e 1- e eн н н += ω +ω , з (14) 
 
слідують співвідношення у матричному вигляді:
{ } { } { }evp n nD e VP σ = −  ,  (23)
де   evp nD  – конституціональна матриця пружно-в’яз-
ко-пластичності, {VP} – вектор реологічного корегу-
вання напружень. 
В роботі наведені вирази співвідношень (23) для 
окремих реологічних режимів деформування ДМ.
Система рівнянь (1)–(23) доповнюється завданням 
відповідних початкових та граничних умов, що відо-
бражають специфіку конкретної задачі.
Адекватність розв’язання наведеної системи рів-
нянь в значній мірі залежить від структурно-механіч-
них та реологічних параметрів σт, σо, к(t), 
e
ijklD  та ін. У 
спеціальній та довідковій літературі для матеріалів 
органічного походження інформація про таки власти-
вості наведена недостатньо [6].
В даній роботі запропоновано експериментальна 
методика (рис. 2) з використанням спеціального пре-
суючого обладнання (рис. 3), яке забезпечує високий 
тиск (400-500 МПа) ущільнення ДМ до стану з незнач-
ним (в ідеалі наближеним до нуля) об’ємним вмістом 
газорідинної фази. Отриманий в результаті матеріал 
можна умовно вважати компактним (однофазним), 
тобто матеріалом твердої фази досліджуваного ДМ.
Методика апробована для визначення реологічних 
властивостей твердої фази для матеріалів рослинного 
походження – лузги соняшника та гречки, стружки 
сосни та дуба, пшеничної соломи та висівок [7].
Розроблено методи розв’язання поставленої за-
дачі з використанням методів скінчених елементів 
по просторовим параметрам і скінчених різниць по 
аргументу часу (алгоритмічна модель). Виконано про-
грамну реалізацію розроблених алгоритмів у вигляді 
спеціалізованого програмного забезпечення (цифрова 
модель), що призначено для розрахунку параметрів 
деформування дисперсних двофазних структур при 
заданих параметрах навантаження в режимі пруж-
но-в’язко-пластичної течії твердої фази [8].
Рис. 2. Схема методики визначення реологічних  
параметрів дисперсних матеріалів
Одним зі шляхів ефективного практичного ви-
користання запропонованих математичних моделей 
зв’язаний з визначенням оптимальних конструктив-
но-технологічних параметрів технологічного облад-
нання по переробці дисперсних матеріалів (рис. 3, 4) 
Для вирішення задачі оптимізації пропонується 
використати метод оснований на алгоритмі Левенбер-
га-Марквардта [9, 10]. 
Алгоритмічна модель реалізована у вигляді інте-
лектуально-експертної системи PLAST–ОПТ (число-
ва модель), призначеної для пошуку оптимального 
розподілу конструктивно-технологічних параметрів 
робочих органів машин на основі методів математич-
ного програмування (рис. 5). 
Інтелектуально-експертна система PLAST–ОПТ 
складається з наступних основних підсистем:
I. Підсистема PLAST–GRN 
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b) сітковий генератор для автоматизованого гене-
рування скінченно-елементної моделі;
c) завдання граничних та початкових умов згідно 
розрахункової схеми;
d) обчислюваного процесора, що реалізує режими 
деформування ДМ з відповідними розрахун-
ками технологічних параметрів (YPPPOR.exe, 
YVPPOR.exe);
e) візуалізації результатів розрахунків у вигляді 
кольорової карти досліджуваних функцій;
f) база даних для зберігання обчислювальних 
експериментів.
Рис. 3. Алгоритм розв’язування одноцільової задачі 
оптимізації
Рис. 4. Алгоритм розв’язування задачі компромісу
II. Підсистема REGRES (ЦКОП) 
a) завдання незалежних змінних та меж варію-
вання факторів;
b) введення даних обчислювальних експеримен-
тів з архіву підсистеми PLAST–GRN;
c) блок математико-статистичної обробки 
(regres.exe);
d) база даних для зберігання результатів матема-
тико-статистичного аналізу;
e) Підсистема ОПТИМУМ;
f) завдання параметрів та критеріїв оптимізації;
g) встановлення обмежень на параметри оптимі-
зації;
h) введення результатів математико-статистич-
ного аналізу обчислювальних експериментів з 
архіву підсистеми REGRES(ЦКОП);
i) обчислювальний процесор, що реалізує розв’я-
зання одноцільової задачі оптимізації основу-
ючись на LMA алгоритмі (opt.cmd);
j) обчислювальний процесор, що реалізує розв’я-
зання задачі пошуку компромісу, основуючись 
на LMA алгоритмі (kompromis.cmd);
k) база даних оптимального розподілу конструк-
тивно-технологічних параметрів вузла пресу-
вання гранулятора.
Рис. 5. Схема функціонування інтелектуально-експертної 
системи “PLAST – ОПТ”
5. Висновки
Запропоновано новий методологічній підхід до по-
будови математичної моделі поведінки дисперсних си-
стем у нерівноважних процесах харчових виробництв, 
який оснований на:
– формулюванні загальної математичної постанов-
ки крайової задачі пружно-в’язко-пластичності для 
дисперсних волого-насичених харчових матеріалів;
– співвідношеннях між силовими та деформа-
ційними параметрами в процесах формоутворення 
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матеріалами, що отримані з використанням моделі 
мікро-фрагменту дисперсного матеріалу разом з ди-
сипативним механізмом процесу нерівноважного де-
формування;
– розробленні методів розв’язання поставленої за-
дачі з використанням методу скінчених елементів по 
просторовим параметрам і методу скінчених різниць 
по аргументу часу;
– програмній реалізації розроблених алгорит-
мів у вигляді спеціалізованого програмного забез-
печення, яке дозволяє виконувати розрахунки оп-
тимальних параметрів деформування дисперсних 
двофазних структур при відомому законі наван-
таження в режимі пружно-в’язко-пластичної течії 
твердої фази.
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